
书书书

　第１９卷　第６期 地　震　学　报 Ｖｏｌ．１９，Ｎｏ．６　

　１９９７年１１月　（６０８～６１４） ＡＣＴＡＳＥＩＳＭＯＬＯＧＩＣＡＳＩＮＩＣＡ Ｎｏｖ．，１９９７　

富里叶本征变换的数值方法研究及其

在地震序列谱分析中的应用
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摘要　对富里叶本征变换（ＦＥＴ）的数值方法进行了初步探讨，详细分析了本征基 厄米函

数的数值特性．采用非等间隔采样的高斯厄米积分法计算本征系数犪狀，取得良好结果．通过

对基本信号函数幅频特性的讨论，证明本文所采用的数值方法具有精度高，计算量小的特

点．最后，利用本方法对地震活动性资料进行拟实时ＦＥＴ分析，初步探讨了ＦＥＴ应用于地

震预报工作的可行性，具有一定的实用价值．

主题词　　地震序列　富里叶本征变换　高斯厄米积分　截止点　拟实时谱分析

引言

频谱分析是研究时间序列数字信号的基础，它通过对信号进行富里叶变换，将时域信

号转换到频域中得到谐波分量及特征参数．

传统的波谱分析通常采用快速富里叶变换（ＦＦＴ）．它是针对离散富里叶积分的有效算

法，目前已达到硬件化水平，臻于完善．但该方法要求采集大量的样本点，计算量较大，且

只能得到离散结果．因此，其它的谱方法亦在探索中．

陈绍汀和韩海潮（１９８７）提出了一种求富里叶变换的新方法，即所谓的富里叶本征变换

ＦＥＴ．本文就是对该方法的数值方法进行初步讨论，并将其应用到地震活动性资料分

析中．

１富里叶本征变换基本理论

富里叶本征变换（Ｆｏｕｒｉｅｒｅｉｇｅｎｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ，ＦＥＴ）的理论基础是建立在特殊函数

厄米正交、完备函数系对富里叶变换的形式不变性上．厄米函数表达通式为

φ狀（狋）＝犎狀（狋）ｅ
－
狋
２

２ （１）

其形态如图１所示，式中犎狀（狋）为厄米多项式

犎狀（狋）＝ （－１）
狀ｅ狋

２ ｄ狀

ｄ狋狀
（ｅ－狋

２

） （２）

 １９９６０８０２收到初稿，１９９７０４１８收到修改稿并决定采用．
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图１　厄米函数形态

它满足厄米方程

ｄ２φ狀
ｄ狋２

－（狋
２
＋１）φ狀＋４α（狀＋１）φ狀 ＝０

（３）

而该方程是由富里叶本征方程

犉［φ（狋）］＝Φ（ω）＝λφ（ω） （４）

推演而来的（陈绍汀，韩海潮，１９８７）．

　　由富氏算子犉的幂等性知λ＝１，

－犼，－１，犼（犼 槡＝ －１）

其中，每一个根均为可列无穷重重根，

记为

λ狀 ＝ （－犼）
狀
　　狀＝０，１，２，…

则有

犉［φ狀（狋）］＝λ狀φ狀（ω）＝ （－犼）
狀

φ狀（ω） （５）

这就是厄米函数对富里叶变换的形式不变性．可以看出，φ狀（狋）和φ狀（ω）在形式上是一致

的．利用这一特性，富里叶积分可以转化为一个函数的特征值问题．

利用正交、完备的函数系φ狀（狋）为基底构成函数空间，将信号函数犳（狋）在厄米空间中

作广义富里叶展开

犳（狋）＝∑
∞

狀＝０

α狀φ狀（狋） （６）

对其进行富里叶变换则得到

犉（ω）＝犉［犳（狋）］＝犉［∑
∞

狀＝０

α狀φ狀（狋）］＝∑
∞

狀＝０

（－犼）
狀
α狀φ狀（ω） （７）

成为一个加权多项式的和，因而是ω的连续函数．

可以看出，ＦＥＴ方法在形式上是很巧妙的，它将富里叶变换中的积分运算转化为求和

运算．简化了计算过程．现在，如何以较小的计算量获得高精度的求和系数犪狀，就成为

ＦＥＴ方法是否具有实用价值的关键．

２系数犪狀的计算方法及结果

２．１　厄米函数性质

下面我们再分析厄米基底函数的性质．作为正交函数系的一员，厄米函数除了它的正

交、完备性之外，还有下面几个与本工作直接相关的特性：

（１）奇偶性：（略）．

（２）零点特性：（略）．

（３）低阶衰减性：φ狀（狋）是振荡衰减函数．由于衰减因子ｅ
－
狋
２

２的作用，φ狀（狋）的存在区间

是有限的，且随着阶次狀的增大而扩展，这一现象可用截止点的概念来描述．

（４）截止点：就给定的一个φ狀（狋）而言，对于任意小的一个正数ε，我们总可以找到一个

狋狀 ，使得｜狋｜＞狋

狀 时，有｜φ狀（狋）｜≤ε，狋


狀 即定义为截止点．称为狀阶厄米函数φ狀（狋）的截止点
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狋狀 ．

由定义可知，对｜狋｜＜狋狀 ，φ狀（狋）能够对广义富氏展开

犳（狋）＝∑
犖

狀 ＝０

α狀φ狀（狋） （８）

的拟合效果做出贡献．而当｜狋｜＞狋

狀 后，则认为φ狀（狋）不再起作用，这会造成两种后果：①

不同的φ狀（狋），其截止点亦不同，且狋

狀 随狀增大而增大；② 由于犖 的取值会随着狋的增大

而增大，因此会造成计算量增加．这就要求在选择积分法时要尽可能采用同样精度下计算

量较小的算法．

２．２　计算方法

由高斯型求积公式知，利用狀个不等间距节点狋１，狋２，…，狋狀∈［ａ，ｂ］对函数犳（狋）进行

插值计算积分，则有

∫
犫

犪
狆（狋）犳（狋）ｄ狋＝∑

狀

犽＝１

犃犽犳（狋犽）＋犚［犳］ （９）

余项

犚［犳］＝∑
狀－１

犽＝０∫
犫

犪
狆（狋）犠狀（狋）犵犽（狋）ｄ狋 （１０）

节点取为正交多项式犵狀（狋）的根，则有

犚［犳］＝０

此时，式（７）代数精度可达２狀＋１阶次，比一般求积公式高了近乎一倍，而计算量则相对较

小．

综上所述，我们决定选取非等间隔采样的高斯厄米积分法计算系数犪狀．

２．３　公式推导

无穷区间上高斯厄米积分公式为

∫
∞

－∞
犳（狓）ｅ

－狓
２

ｄ狓＝∑
犿

犽＝０

犠犽犳（狓犽） （１１）

其中，狓犽 为犿 次厄米多项式的根

犎犿（狓）＝ （－１）
犿ｅ狓

２ ｄ犿

ｄ狓犿
（ｅ－狓

２

） （１２）

系数和余项为（李岳生，黄友谦，１９７８）

犠犽 ＝
２犿＋１犿！槡π
［犎′犿（狓犽）］

２
（１３）

犚［犳］＝
犿！槡π
２犿（２犿）！

犳
２犿（ξ） （１４）

本征系数

犪狀 ＝
２狀

狀！槡π∫
∞

０
犳（狋）ｅ

－
狋
２

２犎狀（狋）ｄ狋＝
２狀

狀！槡π
犐狀 （１５）

做变换 狋 槡＝ ２狓

犐狀 ＝∫
∞

０
犳（槡２狓）犎狀（槡２狓）ｅ－

狓
２

ｄ（槡２狓）＝槡
２

２∑
犿

犽＝０

犳（槡２狓犽）犎狀（槡２狓犽）犠犽 （１６）
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犠犽 ＝
犿！槡π

（犿＋１）２
犿·犎２犿（狓犽）

（１７）

由于犳（狓）是有限区间信号，须设

犳（狓）＝
犳（狓）　　０＜狓＜犡

０ 狓＞｛ 犡

式中，犡为信号长度．另一方面，由于衰减性，使φ狀（狓）的存在区间有限．由信号分析采样

定理知，采样间隔

Δ狓≤
１

２犳ｍａｘ

采样长度犡＝Δ狓·犖狆，犖狆 为样本点数．

若取犳ｍａｘ＝５００Ｈｚ，犖狆＝４０９６，则

Δ狓＝０．００１，犡＝４（狊）

与φ２０（狓）的狓

２０相近．可知，犐狀 形式上是无穷积分，而实质上是在有限区间［犗，犚］上进行

的，犚即为φ狀（狓）的截止点狓

狀 ．因而，自然地降低了积分区间的截断误差和计算量．

２．４　数值结果

我们编制了积分与本征变换程序，并选取两类常用的曲线拟合基底函数进行了计算．

结果见表１和表２．由此可得到以下结论：

表１　幂函数本征系数计算结果

狀 ∫
∞

０
狋２狀ｅ－

狋
２

２ｄ狋

精确解 数值解 误差

∫
∞

０
狋２狀＋１ｅ－

狋
２

２ｄ狋

误差　　 数值解　　 精确解　　　

１ １．２５３３１４１３７ １．２５３３１４７００ ０．００００４９９％ ０．４２１１３％ １．９９１５７７４ ２．０

２ ３．７５９９４２４１２ ３．７５９９４３０００ ０．００００１５６％ ０．０７０７１５％ ８．００５６５７２ ８．０

３ １８．７９９７１２０６ １８．７９９７９３００ ０．０００４３０５％ ０．０１８０７２９％ ４７．９９１３２５ ４８．０

４ １３１．５９７９８４４ １３１．５９０００００ ０．０００７７１７％ ０．００７８０４７％ ３８４．０２８８７ ３８４．０

５ １１８４．３８１８６０ １１８４．３８９９００ ０．０００６７８８％ ０．００３３１７％ ３８３９．８７２６ ３８４０．０

６ １３０２８．２００４６ １３０２８．１９７００ ０．００００２６５％ ０．００３８８２４％ ４６０８１．７８９ ４６０８６

７ １６９３６６．６０５９ １６９３６６．５６００ ０．００００２７１％ ０．００５６７８％ ６４５０８３．３７ ６４５１２０

８ ２５４０４９９．０８９ ２５４０４８９．５００ ０．００００２３２％ ０．０１５４０４％ １０３２３５１０ １０３２１９２０

９ ４３１８８４８４．５２ ４３１８８４８０．００ ０．００００１０５％ ０．１４０８８６８％ １８５５３２８００ １８５７９４５６０

１０ ８２０５８１２０５．８ ８１６０４５５７０．０ ０．５５２７３４５％ １．４１６９１４５％ ３６６３２４０２００ ３７１５８９１２００

表２　三角函数本征系数计算结果

∫
∞

０
ｃｏｓ（犫狋）ｅ－

狋
２

２ｄ狋

犫 精确解 数值解 误差

０．９ ０．８３５９３１４６６ ０．８３５９３１５４０ ０．０００００８９％

１．０ ０．７６０１７３４５１ ０．７６０１７３４４０ ０．０００００１４％

２．０ ０．１６９６１７４２ ０．１６９６１６７３ ０．０００５２７１％

３．０ ０．０１３９２３０４２ ０．０１３１７２８１１ ５．３８８５４８９％

　　（１）对幂函数，总体效果相当好，既使当狀＝１０时，幂级数达到２０次方，积分误差亦

不超过１．５％．
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（２）偶函数计算结果比奇函数要好得多．对于正弦函数，当犫＝０．９时有

精确解 数值解 误差

０．６９２１９２８５７ ０．７３１６４２０１ ６．６９９１５６３％

误差已与犫＝３．０时的余弦函数ｃｏｓ犫（狋）相当．

造成这种差别的原因在于高斯厄米求积公式中求积系数具有加权和的性质．由于篇

幅所限，在此不作赘述．

从上表还可看出，犫＜１时，结果精度很好；而犫＝３时，误差达到５％．原因在于φ狀（狓）

作用区间有限．本文程序仅采用前１０项厄米多项式的零点及其求积系数进行计算，当犫＝

３时，最大节点大于３的仅有９，１０两阶函数．当采用犎１０（狓）节点及系数计算时，仅有３．

０４３６１５９１一个节点大于３，节点过少造成拟合精度下降；当犫＝４时，结果完全失真．因为

此时已无大于４．０的节点可供拟和．

３幅频特性分析

利用犪狀 可得到富氏本征谱

犉（ω）＝∑
犖

狀＝０

（－犼）
狀犪狀φ狀（ω） （１８）

图２　基本信号函数幅频特性

①犳（狋）＝ｃｏｓ（０．９狋），犖＝１０；②犳（狋）＝

ｃｏｓ（１．０狋），犖＝１０；③犳（狋）＝ｃｏｓ（３．０狋），

犖＝１０；④犳（狋）＝ｃｏｓ（３．０狋），犖＝１４；

⑤犳（狋）＝ｓｉｎ（０．９狋），犖＝１４

我们将幅频曲线示出（图２），以供分析比较．由

图可知，ω＜１时，仅取犖＝１０，幅频特性已相当

好，误差不超过２％．而当ω＝３时，则误差激增

至１２％，若提高拟和阶次，取犖＝１４，此时误差

降至１．６％．由此可知，高斯厄米方法处理低频

信号效果很理想，对低中频信号，可适当提高犖

值，增加犪狀 以改善精度．至于高频信号，根据不

同类型可作如下设想：

３．１　高频、窄带宽信号

利用富氏变换移频特性（郑治真，１９８３）

犉［犳（狋）ｅ犼ω犽
狋］＝∫

∞

－∞
犳（狋）ｅ

－犼（ω－ω犽
）狋

ｄ狋＝

犉（ω－ω犽）＝∑
犖

狀＝０

（－犼）
狀犪狀φ狀（ω－ω犽）（１９）

建立关于ω′＝ω－ω犽 的计算模式，从而利用有限

项低阶次犪狀 和逼近犉（ω），使计算量及截断误差

控制在低水平上．

３．２　高频、宽带信号

可以进行分段拟和，即在不同区间段上采用不同阶的ω狀（狋）进行拟和，以便减少拟和

所需项数，在保证精度的前提下减少计算量．实际计算时，应根据具体数据选择比较，以

期获得最佳效果．

２１６ 地　　震　　学　　报　　　　　　　　　　　　　 　１９卷　

http://www.dizhenxb.org.cn



４地震序列谱分析

（１）从前述资料分析中可以看出，ＦＥＴ仍然属于稳态分析（纯频域分析）的范畴．为了

得到随时间变化的频率特征，我们采用所谓的“拟实时ＦＥＴ技术”，即将一段连续数据分割

成相互连接而又彼此独立的小时段数据．在每一小段上进行ＦＥＴ变换，然后再将每一段上

的结果作为时间的因变量，这样我们得到了一个近似实时的时频关系，并可根据这一特性

的变化来分析它的地震学含义．

区域地震活动性的计算是在祁连山断裂附近西至玉门、东至景泰，北至金昌、南至刚

察的一条状区域上进行的，以零级以上地震的频次为原始数据．时间为１９８０年～１９９２年

１０月，每１年做１次ＦＥＴ变换，每月频次作为一个采样点，１２个点作３次多项式拟合然

后再插值采样．处理结果如图３．

图３　祁连山断裂周边地区地震活动拟实时ＦＥＴ图

　　可以看出，在正常年份，频谱结构基本保持不变，且峰值频率稳定在ω１＝２．４５及ω２＝

４．８５处．而１９８６，１９９０两年频谱特性变化巨大，峰值频率ω１ 移动到１．１处左右，且与ω２

合二为一，频率较正常年份大幅减小．而恰在这两年，区域内发生了门源６．４级和景泰６．２

级两次中强地震．

时间域数据间隔狋缩短了，而频域中ω也缩小．这是否矛盾呢？实际上，频率分析的

目的是要找出原始数据序列所反映出的变化趋势，即整体或瞬时周期而非数据采样间隔．

大震前后相对集中的地震簇反映了基本平均分布的时间序列的一个奇点，这种奇点出现的

频率相对很低，换言之，两个奇点之间的间隔较之正常的点之间的间隔要长得多．这就是

为什么当一段数据中包含这样一个奇点时，会造成整个频谱结构的改变：频率减小，周期

变长．从频谱图中可以看出，地震之后频率变化很大，频谱曲线存在一个恢复期，经过１～

２年的调整才逐渐回归到正常形态，这种情况是很容易用前述分析来解释的．需要说明的

是，以地震频次为样本，大震依据小震的数量增大自己的权重，而以地震能量释放率为原

始数据序列，大震则以能量增大自己的权重，两者的结果是并行不悖的．

（２）预报意义．从前述分析可以看出，实时频率曲线对于地震的发生具有良好的相关
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性．中强地震的发生造成相应的原始数据链的信息发生了质的变化．在其发生的相应时段

内，频率均会有所改变，而且每次改变的形态很相似，似乎存在着一定规律可循．这一点

为提取前兆预报指标，将ＦＥＴ方法应用于预报打下了良好的基础．如果缩短时段长度，会

得到更细致的时频关系．但这需兼顾数据长度的问题．所以将这一方法用于实时预报还存

在一定的距离．因此，如何有效地模拟真实的时频曲线，将是我们今后研究的重点，也是

将ＦＥＴ用于实际地震预报的关键所在．

５结论

总结前述工作，并与Ｓｉｎｐｓｏｎ和Ｒｏｍｂｅｒｇ等方法进行比较，高斯厄米积分法具有如

下优点：

（１）代数精度高．拟和余项

犚［犳］＝
犿！槡π
２（２犿）！

犳
２犿（ξ）　　　－∞ ＜ξ＜ ∞ （２０）

当犿增大时，犚［犳］迅速衰减，具有非常好的拟和性质．

（２）计算量小．因为积分时只用到犎犿（狋）的犿个节点，而当犿 不大时即可获得良好精

度，只需犿次算术运算，计算量与Ｒｏｍｂｅｒｇ法相比很小，精度却相当．

（３）由于求积系数非负，数值结果较为稳定．

本文得到徐辉教授的诸多指导，张凯同志也参加了部分工作，在此表示感谢．
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