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两斜交柱坐标系间谐波函数坐标

变换的辅助平面方法


马宏伟　陈文化

（中国北京１０００４４北京交通大学土木建筑工程学院）

摘要　 针对利用波函数展开法进行三维地震响应研究中的坐标变换问题，提出了在两斜交

柱坐标系间谐波函数空间坐标变换的辅助平面方法．通过建立与空间点对应的一系列辅助平

面，将地震波三维散射研究中的谐波函数表达式从柱坐标系变换至辅助平面内的极坐标系，

然后在辅助平面内运用Ｇｒａｆ加法公式，将柱坐标系下的波函数表达式变换至与该柱坐标系

斜交的另一柱坐标系下，从而将三维问题转换成二维问题进行处理，最终得到了斜交柱坐标

系下内域问题和外域问题的坐标变换公式．
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引言

波函数展开法（Ｔｒｉｆｕｎａｃ，１９７２）是研究地震波入射时场地动力响应的一种行之有效的

解析方法．在采用波函数展开法进行场地的波场分析时，通常需要将波函数的Ｆｏｕｒｉｅｒ

Ｂｅｓｓｅｌ级数展开形式由一个坐标系变换到另一个坐标系，以便于边界条件的代入．波函数

的坐标变换问题成为采用波函数展开法进行复杂场地，尤其是复杂三维场地的波场分析的

重要环节之一．

Ｔｒｉｆｕｎａｃ提出波函数展开法以来的３０多年间，波函数展开法得到了不断的发展和完

善．针对由单相介质或流体饱和多孔介质构成的天然场地，以及存在地下无衬砌孔洞或有

衬砌孔洞的场地，国内外研究者对入射平面Ｐ波（Ｃａｏ，Ｌｅｅ，１９９０；梁建文等，２００１；张郁

山，２００８）、入射平面ＳＶ波（Ｌｅｅ，Ｃａｏ，１９８９；Ｄａｖｉｓ犲狋犪犾，２００１；李伟华，赵成刚，２００４）．

入射平面 ＳＨ 波（Ｗｏｎｇ，Ｔｒｉｆｕｎａｃ，１９７４ａ，ｂ；Ｔｏｄｏｒｏｖｓｋａ，Ｌｅｅ，１９９１；Ｙｕａｎ，Ｌｉａｏ，

１９９５），以及入射瑞雷波（Ｔｏｄｏｒｏｖｓｋａ，Ｌｅｅ，１９９０；Ｌｅｅ，Ｋａｒｌ，１９９２；梁建文，纪晓东，

２００６）等在场地中的平面内散射问题进行了研究．同时也存在一些对凹陷地形的三维地震

响应研究的报道（Ｌｅｅ，１９８２，１９８４；董俊，赵成刚，２００５；赵成刚，韩铮，２００７）．在上述研

究工作中，平面内地震波的散射研究通常是将平面边界简化为半径足够大的圆弧，然后在

极坐标系下进行场地边界条件的代入，而三维散射研究则是将凹陷地形及自由地表简化为

球面，进而在球坐标系下进行边界条件的讨论．然而对于类似于圆断面隧道下穿河谷地

形、圆断面隧道交叉段等可在三维柱坐标系下建立模型的复杂场地，利用波函数展开法进

行场地地震响应的研究一直未有文献报道．借助于平面内场地地震响应研究中通常采用的

大圆弧替代自由地表的方法，圆断面隧道下穿河谷地形、圆断面隧道交叉段等复杂场地可

以简化为两个或两个以上的柱面三维斜交的模型进行讨论．因此讨论空间斜交柱坐标系间

谐波函数的坐标变换是十分必要的．

为了使谐波函数代入复杂三维柱面斜交场地的边界条件的步骤简单明晰，本文提出一

种谐波函数在斜交柱坐标系间变换的辅助平面方法．通过建立一系列与空间点坐标一一对

应的辅助平面，将三维坐标变换问题转移至辅助平面内进行处理，最终在辅助平面内运用

Ｇｒａｆ加法公式实现了波函数的三维坐标变换．

１　谐波函数的柱坐标表达形式

柱坐标系下任意关于时间和空间的波函数犉（狉，θ，狕，狋）的波动方程可写为

１

狉


狉
狉
犉

（ ）狉 ＋
１

狉２

２犉

θ
２ ＋

２犉

狕
２ －

１

犮２

２犉

狋
２ ＝０ （１）

式中，犮为介质中的波速．利用分离变量法求解可得波函数在柱坐标系下的第狀阶分量，可

写成（梁建文等，２００９）

犉狀（狉，θ，狕，狋）＝ｅ
犻（γ狕－ω狋）犆狀（犽狉）（犃ｃｏｓ狀θ＋犅ｓｉｎ狀θ） （２）

式中，ω为波的频率，γ＝ω／犮ｃｏｓβ，犽＝ω／犮ｓｉｎβ，β为常数，犃和犅 为由边界条件决定的系

数，犆狀（）为第一类贝塞尔（Ｂｅｓｓｅｌ）函数或第一类汉克尔（Ｈａｎｋｅｌ）函数．在稳态情况下，

不考虑时间的相关性，略去式（２）中的时间因子ｅ－犻ω狋，这样地震谐波函数的第狀阶分量在柱
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坐标系（狉，θ，狕）中的表达形式可写成

犉狀（狉，θ，狕）＝ｅ
犻γ狕犆狀（犽狉）（犃ｃｏｓ狀θ＋犅ｓｉｎ狀θ） （３）

h

P r
2

r
1

z2

z1

y1
y2

o2

o1

2

1

x1(x2)

图１　坐标系关系图

Ｆｉｇ．１　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｏｆｃｏ

ｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｓ

２　辅助平面法

　　无限空间中柱坐标系（狉１，θ１，狕１）与（狉２，θ２，狕２）以及与之

对应的笛卡尔坐标系（狓１，狔１，狕１）与（狓２，狔２，狕２）的关系如图１

所示．两坐标原点狅１ 与狅２ 之间的距离为犺，狓１ 轴和狓２ 轴位于

同一竖直线上，狕１ 轴与狕２ 轴之间的夹角为φ．

　　以谐波函数由柱坐标系（狉２，θ２，狕２）到柱坐标系（狉１，θ１，

狕１）的转换为例．

２．１　坐标转换关系

图１中，柱坐标系（狉２，θ２，狕２）与柱坐标系（狉１，θ１，狕１）存

在如下坐标转换关系：

狉２ｃｏｓθ２ ＝狉１ｃｏｓθ１－犺

狉２ｓｉｎθ２ ＝狕１ｓｉｎφ＋狉１ｓｉｎθ１ｃｏｓφ

狕２ ＝狕１ｃｏｓφ－狉１ｓｉｎθ１ｓｉｎ

烅

烄

烆 φ

（４）

　　将式（４）整理后可得用狉１，θ１ 和狕１ 表示的狉２，θ２ 和狕２ 的表达式为

狉２ ＝ ［（狉１ｃｏｓθ１－犺）
２
＋（狕１ｓｉｎφ＋狉１ｓｉｎθ１ｃｏｓφ）

２］１／２

犮狅狊θ２ ＝
狉１犮狅狊θ１－犺

［（狉１ｃｏｓθ１－犺）
２
＋（狕１ｓｉｎφ＋狉１ｓｉｎθ１ｃｏｓφ）

２］１／２

狕２ ＝狕１ｃｏｓφ－狉１ｓｉｎθ１ｓｉｎ

烅

烄

烆 φ

（５）
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图２　辅助平面法　

Ｆｉｇ．２　Ａｕｘｉｌｉａｒｙｐｌａｎｅｍｅｔｈｏｄ　

２．２　建立辅助平面及辅助坐标系

　　取空间任意一点犘，点犘在两个柱坐标系下的坐标分别

为（狉１，θ１，狕１）和（狉２，θ２，狕２）．犘点在狕１ 轴上的投影点为犘１，

在狕２ 轴上的投影点为犘２．若犘，犘１，犘２ 三点不在同一直线

上，建立通过上述三点的辅助平面，进行坐标转换推导．在

辅助平面内，构造三角形犘犘１犘２．令∠犘犘１犘２＝α１，∠犘犘２犘１

＝α２，犘１犘２＝犱．建立的辅助平面如图２所示．

　　对于犘，犘１，犘２ 三点共线情况，即犘 点位于狓 轴上

（ｓｉｎθ１＝０，且狕１＝０）或两柱坐标系平行（φ＝０）情况，将在后

面进行讨论说明．

由坐标系的几何关系可得

犱＝ ［狕
２
１＋狕

２
２－２狕１狕２ｃｏｓφ＋犺

２］１／２ ＝ ［狕
２
１＋ｓｉｎ

２

φ＋狉
２
１ｓｉｎ

２
θ１ｓｉｎ

２

φ＋犺
２］１／２ （６）

　　在三角形犘犘１犘２ 中，根据余弦定理可得
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狉２１ ＝犱
２
＋狉

２
２－２犱狉２ｃｏｓα２

狉２２ ＝犱
２
＋狉

２
１－２犱狉１ｃｏｓα

烅
烄

烆 １

（７）

　　将式（５）和式（６）代入式（７）整理可得：

ｃｏｓα１＝
狉１ｓｉｎ

２
θ１ｓｉｎ

２

φ－狕１ｓｉｎθ１ｓｉｎφｃｏｓφ＋犺ｃｏｓθ１
［狕２１ｓｉｎ

２

φ＋狉
２
１ｓｉｎ

２
θ１ｓｉｎ

２

φ＋犺
２］１／２

ｃｏｓα２＝
狕２１ｓｉｎ

２

φ＋犺
２
－犺狉１ｃｏｓθ１＋狉１狕１ｓｉｎθ１ｓｉｎφｃｏｓφ

｛（狕２１ｓｉｎ
２

φ＋狉
２
１ｓｉｎ

２
θ１ｓｉｎ

２

φ＋犺
２）［（狉１ｃｏｓθ１－犺）

２
＋（狕１ｓｉｎφ＋狉１ｓｉｎθ１ｃｏｓφ）

２］｝１／

烅
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烆
２

（８）

r
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r
1

P
1

P
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图３　辅助极坐标系

Ｆｉｇ．３　Ａｕｘｉｌｉａｒｙｐｏｌａｒ

ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｓ

　　在辅助平面内，以犘１ 为极点，犘１犘２ 为极轴建立极坐标

系（狉１，ξ１），以犘２ 为极点，犘２犘１ 为极轴建立极坐标系（狉２，

ξ２），且ξ１，ξ２ 从各自的极轴开始同方向旋转．建立的辅助极坐

标系如图３所示．

　　三角形犘犘１犘２ 内，α１ 和α２ 位于犘１犘２ 的一侧，因此当在

辅助极坐标系（狉１，ξ１）和（狉２，ξ２）内描述时，无论点犘位于无

限空间的何位置，且无论ξ１ 和ξ２ 从极轴开始顺时针旋转为正

还是逆时针旋转为正，α１ 和α２ 总是异号．为便于推导，文中

规定α１ 取正值，α２ 取负值，这对推导结果不造成影响．

２．３　波函数的变换

取谐波函数的ＦｏｕｒｉｅｒＢｅｓｓｅｌ级数展开式的余弦项进行推导，谐波函数在柱坐标系

（狉２，θ２，狕２）下的ＦｏｕｒｉｅｒＢｅｓｓｅｌ级数展开式中第狀阶分量的余弦项为

ｅ犻γ狕２犆狀（犽狉２）ｃｏｓ狀θ２ （９）

２．３．１　从柱坐标系（狉２，θ２，狕２）到极坐标系（狉２，ξ２）的转换

借助于三角函数的倍角公式，令

犚犆２ ＝
ｃｏｓ狀θ２

ｃｏｓ（－狀α２）
＝
∑
狀

狆＝０

ｃｏｓ（狆·π／２）犆狆狀ｃｏｓ
狀－狆θ２ｓｉｎ

狆θ２

∑
狀

狇＝０

（－１）狇ｃｏｓ（狇·π／２）犆狇狀ｃｏｓ
狀－狇α２ｓｉｎ

狇α２

（１０）

　　将式（５）和式（８）代入式（１０）即可得到犚犆２ 的具体表达式．从而得到

ｅ犻γ狕２犆狀（犽狉２）ｃｏｓ狀θ２ ＝ｅ
犻γ（狕１ｃｏｓφ－狉１ｓｉｎθ１ｓｉｎφ

）
犚犆２·犆狀（犽狉２）ｃｏｓ狀α２ （１１）

２．３．２　从极坐标系（狉２，ξ２）到极坐标系（狉１，ξ１）的转换

极坐标系（狉１，ξ１）和（狉２，ξ２）均位于辅助平面犘犘１犘２ 内，因此波函数从极坐标系（狉２，

ξ２）到极坐标系（狉１，ξ１）的转换可直接使用Ｇｒａｆ加法公式（Ｇｒａｆ’ｓａｄｄｉｔｉｏｎｔｈｅｏｒｅｍ）．Ｇｒａｆ

加法公式的表达式（Ａｂｒａｍｏｗｉｔｚ，Ｓｔｅｇｕｎ，１９７０）为

犆狀（狑）
ｃｏｓ
ｓｉｎ狀χ＝ ∑

∞

犿＝－∞

犆狀＋犿（狌）犑犿（ν）
ｃｏｓ
ｓｉｎ犿α　　　（狘ν犲

±犻α
狘＜狘狌狘） （１２）

　　狑，χ，狌，ν，α的关系如图４所示．当犆狀（）为犑狀（）（第一类贝塞尔函数）时式（１２）
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恒成立；当犆狀（）为犎
（１）
狀 （）（第一类汉克尔函数）时，在ν＜狌时式（１２）成立．即：对于内

域问题，式（１２）可用于犆狀（）为犑狀（）或犎
（１）
狀 （）的情况；对于外域问题，式（１２）只适用

于犆狀（）为犎
（１）
狀 （）的情况．

辅助平面内的三角形犘犘１犘２ 中各量的关系如图５所示．

w
v

u

w

uv

内域问题

外域问题

图４　Ｇｒａｆ加法公式基本形式　

Ｆｉｇ．４　Ｇｒａｆ’ｓａｄｄｉｔｉｏｎｔｈｅｏｒｅｍ　

d

P
r
2

r
1

P
1

P
2

图５　辅助平面内的Ｇｒａｆ加法公式基本形式

Ｆｉｇ．５　Ｇｒａｆ’ｓａｄｄｉｔｉｏｎｔｈｅｏｒｅｍｉｎａｕｘｉｌｉａｒｙｐｌａｎｅ

　　将波函数从极坐标系（狉２，ξ２）转换到极坐标系（狉１，ξ１）时，利用相似三角形的性质，将

图５所示三角形犘犘１犘２ 的三边同乘以波数犽，三角形内角保持不变．比较图５和图４可见，

Ｇｒａｆ加法公式中的各项的对应关系可写为：狑＝犽狉２，χ＝α２，狌＝犽犱，ν＝犽狉１，α＝α１．代入式

（１２）可得

犆狀（犽狉１）
ｃｏｓ
ｓｉｎ狀α２ ＝ ∑

∞

犿＝－∞

犆狀＋犿（犽犱）犑犿（犽狉１）
ｃｏｓ
ｓｉｎ犿α１ （１３）

　　利用Ｂｅｓｓｅｌ函数的自递推关系犆－狀（狌）＝（－１）
狀犆狀（狌），式（１３）可整理为

犆狀（犽狉２）
ｃｏｓ
ｓｉｎ狀α２ ＝∑

∞

犿＝０

ε犿
２
犑犿（犽狉１）［犆狀＋犿（犽犱）±（－１）

犿犆狀－犿（犽犱）］
ｃｏｓ
ｓｉｎ犿α１ （１４）

式中，ε０＝１，ε犿＝２（犿＝１，２，３，…）．

令

犉±狀犿 ＝
ε犿
２
犑犿（犽狉１）［犆狀＋犿（犽犱）±（－１）

犿犆狀－犿（犽犱）］ （１５）

于是

ｅ犻γ狕２犆狀（犽狉２）ｃｏｓ狀θ２ ＝ｅ
犻γ（狕１ｃｏｓφ－狉１ｓｉｎθ１ｓｉｎφ

）
犚犆２·∑

∞

犿＝０

犉＋狀犿ｃｏｓ犿α１ （１６）

２．３．３　从极坐标系（狉１，ξ１）到柱坐标系（狉１，θ１，狕１）的转换

谐波函数从极坐标系（狉１，ξ１）到柱坐标系（狉１，θ１，狕１）的转换类似于２．３．１节的讨论．

利用倍角公式，令

犚犆１ ＝
ｃｏｓ犿α１
ｃｏｓ犿θ１

＝
∑
犿

狊＝０

ｃｏｓ（狊·π／２）犆
狊
犿ｃｏｓ

犿－狊
α１ｓｉｎ

狊
α１

∑
犿

狋＝０

ｃｏｓ（狋·π／２）犆
狋
犿ｃｏｓ

犿－狋
θ１ｓｉｎ

狋
θ１

（１７）
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　　将式（５）和式（８）代入式（１７），即可得到犚犆１ 的具体表达式．于是

ｅ犻γ狕２犆狀（犽狉２）ｃｏｓ狀θ２ ＝ｅ
犻γ（狕１ｃｏｓφ－狉１ｓｉｎθ１ｓｉｎφ

）
犚犆２·∑

∞

犿＝０

犉＋狀犿·犚犆１·ｃｏｓ犿θ１ （１８）

　　这样，便将波函数的余弦项由柱坐标系（狉２，θ２，狕２）转换到柱坐标系（狉１，θ１，狕１）下．采

用同样的方法，亦可将波函数的正弦项由柱坐标系（狉２，θ２，狕２）转换到柱坐标系（狉１，θ１，狕１）

下，此处不再赘述．

３　谐波函数在空间斜交柱坐标系间的变换公式

根据以上推导，谐波函数在空间斜交柱坐标系间的变换公式为

ｅ犻α狕２犆狀（犽狉２）ｃｏｓ狀θ２ ＝ｅ
犻α（狕１ｃｏｓφ－狉１ｓｉｎθ１ｓｉｎφ

）
犚犆２·∑

∞

犿＝０

犉＋狀犿·犚犆１·ｃｏｓ犿θ１

ｅ犻α狕２犆狀（犽狉２）ｓｉｎ狀θ２ ＝ｅ
犻α（狕１ｃｏｓφ－狉１ｓｉｎθ１ｓｉｎφ

）
犚犛２·∑

∞

犿＝０

犉－狀犿·犚犛１·ｓｉｎ犿θ

烅

烄

烆 １

（１９）

式中

犚犛１＝
∑
犿

狊＝０

ｓｉｎ（狊·π／２）犆
狊
犿ｃｏｓ

犿－狊
α１ｓｉｎ

狊

φ１

∑
犿

狋＝０

ｓｉｎ（狋·π／２）犆
狋
犿ｃｏｓ

犿－狋
θ１ｓｉｎ

狋
θ１

　犚犛２＝
∑
狀

狆＝０

ｓｉｎ（狆·π／２）犆狆狀ｃｏｓ
狀－狆θ２ｓｉｎ

狆θ２

∑
狀

狇＝０

（－１）狇ｓｉｎ（狇·π／２）犆狇狀ｃｏｓ
狀－狇α２ｓｉｎ

狇α２

　　特别的，对于下面３类特殊情况：

１）空间轴向垂直的柱坐标系间的变换，即φ＝π／２，此时

犚犆１＝
∑
犿

狊＝０

ｃｏｓ（狊·π／２）犆
狊
犿（狉１ｓｉｎ

２
θ１＋犺ｃｏｓθ１）

犿－狊［狕２１＋狉
２
１ｓｉｎ

２
θ１＋犺

２
－（狉１ｓｉｎ

２
θ１＋犺ｃｏｓθ１）

２］狊／２

（狕２１＋狉
２
１ｓｉｎ

２
θ１＋犺

２）犿／２∑
犿

狋＝０

ｃｏｓ（狋·π／２）犆
狋
犿ｃｏｓ

犿－狋
θ１ｓｉｎ

狋
θ１

犚犛１＝
∑
犿

狊＝０

ｓｉｎ（狊·π／２）犆
狊
犿（狉１ｓｉｎ

２
θ１＋犺ｃｏｓθ１）

犿－狊［狕２１＋狉
２
１ｓｉｎ

２
θ１＋犺

２
－（狉１ｓｉｎ

２
θ１＋犺ｃｏｓθ１）

２］狊／２

（狕２１＋狉
２
１ｓｉｎ

２
θ１＋犺

２）犿／２∑
犿

狋＝０

ｓｉｎ（狋·π／２）犆
狋
犿ｃｏｓ

犿－狋
θ１ｓｉｎ

狋
θ１

犚犆２＝

（狕２１＋狉
２
１ｓｉｎ

２
θ１＋犺

２）狀／２∑
狀

狆＝０

ｃｏｓ（狆·π／２）犆狆狀（狉１ｃｏｓθ１－犺）
狀－狆狕狆１

∑
狀

狇＝０

（－１）狇ｃｏｓ（狇·π／２）犆狇狀（狕
２
１＋犺

２
－犺狉１ｃｏｓθ１）

狀－狇狉狇１［（狉１ｃｏｓθ１－犺）
２ｓｉｎ２θ１＋狕

２
１］狇

／２

犚犛２＝

（狕２１＋狉
２
１ｓｉｎ

２
θ１＋犺

２）狀／２∑
狀

狆＝０

ｓｉｎ（狆·π／２）犆狆狀（狉１ｃｏｓθ１－犺）
狀－狆狕狆１

∑
狀

狇＝０

（－１）狇ｓｉｎ（狇·π／２）犆狇狀（狕
２
１＋犺

２
－犺狉１ｃｏｓθ１）

狀－狇狉狇１［（狉１ｃｏｓθ１－犺）
２ｓｉｎ２θ１＋狕

２
１］狇

／２

　　２）空间轴向平行的柱坐标系间的变换，即φ＝０，这是犘，犘１ 和犘２ 三点共线的一种情
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况．此时三维问题转换为平面问题，犚犆２＝犚犛２＝（－１）
狀，犚犆１＝犚犛１＝１．这与梁建文等

（２００９）所推导的结论相符．

３）犘，犘１ 和犘２ 三点共线的另一种情况，即犘点位于狓轴上．此时θ１，θ２，α１ 和α２ 的

正弦值均为０，犚犆１、犚犛１、犚犆２ 和犚犛２ 均为０／０的形式．为了使犘点位于狓轴上时坐标变

换式亦成立，只需令犚犆１、犚犛１、犚犆２ 和犚犛２ 均为１即可．

４　结论

通过建立与空间点相对应的辅助平面，将三维坐标变换问题转变为二维问题进行处

理．在辅助平面内借助于Ｇｒａｆ加法公式，使得谐波函数在斜交柱坐标系间的变换得以实

现，最终得到了地震谐波函数在斜交柱坐标系间的坐标变换公式．对于其它的空间斜交柱

坐标系，可采用该式的适当变形形式进行谐波函数的坐标变换．
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